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8 不等式の種々の問題 
57 

(1) 
 (A)の左辺を因数分解することにより， ( )( ) 032 £-+ xx  

 32 ££-\ x  ・・・① 
 (B)の左辺を因数分解することにより， ( ){ } ( ){ } 025 £+--- axax  

 25 +££-\ axa  ・・・② 

 ①が②の十分条件であればよいから， 25 -£-a かつ 23 +£ a  

 よって， 31 ££ a  

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 

 ①と②の共通解が存在すればよいから， 35 £-a かつ 22 +£- a  

 よって， 84 ££- a  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x- 2 3 a - 5 a + 2 

x- 2 3 a - 5  a + 2 

x- 2 3 a - 5 a + 2 
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 ( )( )mxmxmmxx --=+- 223 22 ， ( ) ( )( )mxxmxmx -+=--- 22242 2 より， 
 ( )( ) 02 <-- mxmx  ・・・① 

( )( ) 022 <-+ mxx  ・・・② 

①で 0<m のとき mxm <<2 ， m<0 のとき mxm 2<<  

 ②で 2
2

-<
m

すなわち 4-<m のとき 2
2

-<< xm
， m<-4 のとき

2
2 mx <<-  

 よって， 

(i) 4-<m のとき 

  不等式の解は mxm <<2 かつ 2
2

-<< xm
を満たす。 

ところが
2
mm <  

  よって，解は存在しない。 

 (ii) 04 <<- m のとき 

  不等式の解は mxm <<2 かつ
2

2 mx <<-  

  
2

2 mx <<- の整数解は 1- だけだから， mxm <<2 の整数解に 1- が含まれていればよい。 

よって， mm <-< 12 すなわち
2
11 -<<- m のとき，連立不等式の整数解は 1- だけとなる。 

 (iii) m<0 のとき 

  不等式の解は mxm 2<< かつ
2

2 mx <<-  

  ところが， mm
<

2
 

  よって，解は存在しない。 

 (i)～(iii)より，
2
11 -<<- m のとき，連立不等式の整数解は 1- だけとなる。 
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解法 1：判別式で攻める 

与式を yについて整理すると， ( ) ( ) 0222 ³-+++- zxzxayzxy  
 これが任意の実数 yに対して成り立つための必要十分条件は， 

yの 2 次方程式 ( ) ( ) 0222 =-+++- zxzxayzxy の判別式を 1D とすると， 01 £D  

 これと 

( ){ } ( )
( ) ( ) 22

222
1

41641

4

zazxxa

zxazxD

-++-=

+-+-=

　　
 

より， 

( ) ( ) 041641 22 £-++- zazxxa  ( ) ( ) 014614 22 ³-+--\ zazxxa  ・・・① 

①において， 014 =-a とすると， 06 ³- zx  
これは任意の実数 zx, に対して成り立たない。（反例 1== zx ） 

よって，①が任意の実数 xに対して成り立つための必要十分条件は， 

014 >-a かつ ( ) ( ) 014614 22 =-+-- zazxxa 判別式を 2D とすると， 02 £D  

これと ( ) ( )( )1128149
4

22222 -+-=--= aazzaz
D

より， 

014 >-a かつ ( )( ) 0112 ³-+ aa  1³\a  

また， 1³a ならば任意の実数 zに対して 02 £D となる。ゆえに， 1³a  

解法 2：最小値で攻める 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }22
2

22
22

222

14614
4
1

2

42

zazxxazxy

zxzxazxzxyzxzxayzxy

-+--+÷
ø
ö

ç
è
æ +

-=

-++
+

-÷
ø
ö

ç
è
æ +

-=-+++-

　　　　　　　　　　　　　

 

より，任意の実数 zx, に対して ( ) ( ) 014614 22 ³-+-- zazxxa を満たせばよい。 

ここで， 014 =-a とすると， 06 ³- zx  
これは任意の実数 zx, に対して成り立たない。（反例 1== zx ）よって，不適。 

また， 014 <-a とすると， 0,0 >> zx のとき常に ( ) ( ) 014614 22 <-+-- zazxxa となり不適。 

そこで， 014 >-a とし， ( ) ( ) 22 14614 zazxxa -+-- を変形することにより， 

条件を満たす aの値の範囲を求めることにする。 
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( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ){ } ( ){ }

( ) ( )( )

( ) ( )( ) 2
2

2
2

2
2

2
22

22
2

2222

1128
14

314

14
1128

14
314

14
314314

14
314

14
914

14
314

14
9

14
314

14
61414614

zaaz
a

xa

z
a

aaz
a

xa

z
a

aaz
a

xa

z
a

az
a

xa

zz
a

z
a

xa

zzx
a

xazazxxa

-++÷
ø
ö

ç
è
æ

-
--=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-
-+

+÷
ø
ö

ç
è
æ

-
--=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-
--+-

+÷
ø
ö

ç
è
æ

-
--=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-
--

+÷
ø
ö

ç
è
æ

-
--=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

+
-

-÷
ø
ö

ç
è
æ

-
--=

÷
ø
ö

ç
è
æ +

-
--=-+--

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　　

 

014 >-a だから， ( )( ) 0112 ³-+ aa すなわち 1³a であれば任意の実数 zx, に対して 

( ) ( ) 014614 22 ³-+-- zazxxa が成り立つ。 

よって，求める aの値の範囲は 1³a  

60 

(1) 

 ( ) ( ) 11 2 +-= xxf より， ( )xf の最小値は 1 

 ( ) aaaxxg ++÷
ø
ö

ç
è
æ --=

42

22

より， ( )xg の最大値は aa
+

4

2
 

 ( ) ( )tgsf ³ が成り立つには， ( )xf の最小値³ ( )xg の最大値であればよいから， aa
+³

4
1

2
 

 両辺に 4 を掛けて，整理すると， ( ) 82 2 £+a  222222 +-££--\ a  

(2) 

解法 1：放物線と x軸との関係から解く 
 ( ) ( ) ( )xgxfxh -= とおくと， ( )xhy = が 10 ££ x において ( ) 0³xh を満たせばよい。 

( ) ( ) ( )

( )1212
8
1

4
22

222

2
2

2

-+-÷
ø
ö

ç
è
æ +

-=

--+-=

aaax

axaxxh

　　
 

 より， 

( )xhy = は軸が
4

2+
=
ax ，頂点の y座標が ( )1212

8
1 2 -+- aa で下に凸の放物線である。 

 (i) 1
4

20 £
+

£
a

すなわち 22 ££- a のとき 
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  最小値 ( )1212
8
1 2 -+- aa が 0 以上が必要だから， 012122 £-+ aa  

  これを解くことにより， 346346 +-££-- a  

  これと 2346,2346 <+--<-- より， aの範囲は 3462 +-££- a  ・・・① 

 (ii)  0
4

2
<

+a
または

4
21 +

<
a

 すなわち 2-<a または a<2 のとき 

  ( ) 00 ³h かつ ( ) 01 ³h すなわち ( ) 02 ³-- a かつ 022 ³+- a が必要である。 

これを解くと 1£a  

これと 2-<a または a<2 より， aの範囲は 2-<a  ・・・② 

 ①または②より，求める aの範囲は 346 +-£a  
解法 2：文字定数 aを含む 1 次式を分離 

 10 ££ x において ( ) ( ) ( ) 01222 2 ³+-+-=- xaxxxgxf  

すなわち ( )1222 2 +³+- xaxx を満たす aの範囲を求めればよい。 

これは ( ) 222 2 +-= xxxh ， ( ) ( )1+= xaxi とおくと， 
10 ££ x において ( ) ( )xixh ³ を満たす aの範囲を求めることと同値である。 

( )xh と ( )xi が 10 ££ x において接するような aが存在し， ( )xh が下に凸であることから， 

( )xi の傾き aが ( )xh と ( )xi が接するときの aの値以下であればよい。 

そこで， ( )xh と ( )xi が 10 ££ x において接するような aの値を求めることにする。 

( ) ( )xixh = すなわち ( )1222 2 +=+- xaxx の解は 10 ££ x を満たす重解だから， 

まず ( )1222 2 +=+- xaxx を xについて整理し， ( ) ( ) 0222 2 =--+- axax とする。 

重解をもつならば判別式が 0 だから， ( ) ( ) 01212282 22 =-+=-++ aaaa  

346 ±-=\a  ・・・① 

また，重解をa とすると，解と係数の関係より，
2

2+
=+
aaa  

4
2+

=\
aa  

これが 10 ££a を満たすから， 1
4

20 £
+

£
a

 22 ££-\ a  ・・・② 

①かつ②より， 346 +-=a  

ゆえに，求める aの範囲は 346 +-£a  
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参考図 

 
 

解法 3：文字定数 aを分離し，解法 2 と同様の方法で，数学Ⅲで解く 

 ( ) ( ) ( ) 01222 2 ³+-+-=- xaxxxgxf より， ( )1222 2 +³+- xaxx  

 10 ££ x より， a
x

xx
³

+
+-

1
222 2

 以下略 

 

 

 

 

 

 

x

y

O 1 31+-  

( )326 -  

2
1  

2
3  

2  

1-  
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 ( )( ) ( ){ } ( ){ }2++= xfaxfxff より， 

 (i) 2=a のとき 

( )( ) ( ){ }
( ){ }22

2

22

2

++=

+=

x

xfxff

　　　　
 

よって，すべての実数 xに対して ( )( ) 0>xff が成り立つ。 

 (ii) 2>a のとき 
  ( ) axf -< または ( )xf<- 2 が成り立てばよい。 

( ) axf -< について 

( ) 0<+ axf より， 

( )( ) ( ) 0322 2 <+++=+++ axaxaaxx  
2x の係数が正だから，すべての実数 xに対してこの不等式は成り立たない。 

( )xf<- 2 について 

 ( ) 02 >+xf  すなわち ( ) 02222 >++++ axax  

 判別式をDとすると， 0<D ならばすべての実数 xに対してこの不等式が成り立つ。 

 このとき， ( ) ( ) ( ) 82442242 222 --=--=+-+= aaaaaD より， 

 222222 +<<- a  

 (i)，(ii)より， 2222 +<£ a  
62 

解法 1：絞り込み 

 xの 2 次不等式 0125 2 <+- kxx の 0>x における解に整数がちょうど 1 個含まれるような

kを求めればよい。 

 0125 2 =+- kxx の解を求めると，
5

52 -± kk  

 よって， 0125 2 <+- kxx を満たす解が存在するとき， 

052 >-k かつ 0>k より， 5>k  ・・・① 

 また，このとき
5

5
5

50
22 -+

<<
--

<
kkxkk

だから， 

 解に整数がちょうど 1 個含まれるとき， 2
5

5
5

5 22
£

--
-

-+ kkkk
を満たす。 

 これより， 552 £-k  302 £\k  ・・・② 

 よって，考えられる整数 kは，①かつ②より， 5,4,3=k  
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 3=k のとき 

( )( ) 0151165 2 <--=+- xxxx  1
5
1

<<\ x  

よって，不適 

 4=k のとき 

  0
5

11
5
45185

2
2 <-÷

ø
ö

ç
è
æ -=+- xxx より，これを満たす整数は 1=x のみである。 

 5=k のとき 

  ( ) 04151105 22 <--=+- xxx より，これを満たす整数は 1=x のみである。 

 以上より，条件を満たす kは 4 と 5 である。 

解法 2：kを含む 1 次式を分離して解く 

 xの 2 次不等式 0125 2 <+- kxx の 0>x における解に整数がちょうど 1 個含まれるような

kを求めればよい。 

 0125 2 <+- kxx より， kxx <+
2
1

2
5 2  

 ここで， ( )
2
1

2
5 2 +== xxfy ， ( ) kxxgy == とおき， 

 0>x において ( ) ( )xgxf < となるような整数がちょうど 1 個存在するような kを求める。 

 ( )xfy = と ( )xgy = が接するとき 0125 2 =+- kxx が重解をもつから， 

 判別式をDとすると， 0=D  

 これと 5
4

2 -= kD
より， 052 =-k  5=\k ( )0>k  

 よって，接点の x座標は 01525 2 =+- xx の重解であり， 

 この重解をa とすると，解と係数の関係より，
5

522 =a  
5
5

=\a  

 よって， ( )xfy = と ( )xgy = の接点の x座標は
5
5
である。 

 これと 1
5
5
< より， kを 5 から連続的に増加させていくと， 

( )xgy = はやがて ( )( )1,1 f を通ることになる。 

 このとき， ( ) ( )11 gf = より， 13 ×= k  3=\k  ・・・① 

 さらに kを増加させていくと， ( )xgy = はやがて ( )( )2,2 f を通ることになる。 

このとき， ( ) ( )22 gf = より， k2
2
21

=  
4
15

4
21

+==\k  ・・・② 

よって，整数がちょうど 1 個存在するとき，その整数は 1 であり， 
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このときの kの範囲は，①と②より，
4
153 +£< k  

ゆえに，求める整数 kは 4 と 5 である。 

 

参考図 

 
 

 

 

 

 

 

 

x

y

O

3 

10.5 

1 
0.5 

1 2 5  
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63 

(1) 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( )( )

( )
( )( )
( )

( )( )xx
x

xx
xx

xx
xxx
xx

xxxx
xx

--
-

=

--
+-

=

--
--+-

=

--
----+-

=-
-

+
-

63
43

63
1683

63
63323

63
6333463

6
4

3
1

2

2

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　　　　　

 

 63 << x より， ( )( ) 063 >-- xx  

 よって， 03
6

4
3

1
³-

-
+

- xx
すなわち 3

6
4

3
1

³
-

+
- xx

（等号は 4=x のとき成立） 

(2) 

解法 1 

 3
6

4
3

1
6

4
3

5
³

-
+

-
>

-
+

- xxxx
より，定数 aの最大値を 3³a の範囲で考えることにする。 

与式の両辺に ( )( )xx -- 63 を掛けてから両辺を xについて整理すると， 

 ( ) 01818192 ³+++- axaax  

 したがって， ( ) ( ) 1818192 +++-== axaaxxfy とおくと， 
63 << x における ( )xfy = の最小値が 0 以上になるような aの最大値を求めればよい。 

( ) ( )

a
aa

a
axa

axaaxxf

4
1549

2
19

181819
22

2

+-
-÷

ø
ö

ç
è
æ +

-=

+++-=

　　
 

軸
a

ax
2

19 +
= について，

aa
a

2
1

2
9

2
19

+=
+

および 3³a より， 6
3

14
6
1

2
9

2
1

2
9

2
93 <=+£+<<

a
 

よって，軸は 63 << x の範囲にある。 

したがって， ( )xfy = の最小値は 0
4

1549
2

19 2
³

+-
-=÷

ø
ö

ç
è
æ +

a
aa

a
af  

01549 2 £+-\ aa ( )3³a  

これを 3³a の範囲で解くと，
3

5433 +££ a  

補足：平方完成を使って解く ( ) 080391549 22 £--=+- aaa  

よって，求める aの最大値は
3

543 +=a  
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解法 2 

 3
6

4
3

1
6

4
3

5
³

-
+

-
>

-
+

- xxxx
より，定数 aの最大値を 3³a の範囲で考えることにする。 

 与式の両辺に ( )( )xx -- 63 を掛けてから両辺を次のように整理する。 

 ( ) 181892 -=+- xxxa  

 次に， ( ) ( )1892 +-= xxaxf ， ( ) 18-= xxg とおくと， 

 ( )xf と ( )xg の接点の x座標を tとすると， ( ) 1=¢ tf より， ( ) 192 =-ta  
a

t
2
1

2
9
+=\  

3³a より， 6
3

14
6
1

2
9

2
1

2
9

2
93 <=+£+<<

a
だから， 93 << t  

よって， ( )xf と ( )xg は 93 << x の範囲で接する。 

また， 

( )

4
9

2
9

4
9

2
9

2

2

axa

xaxf

-÷
ø
ö

ç
è
æ -=

ïþ

ï
ý
ü

ïî

ï
í
ì

-÷
ø
ö

ç
è
æ -=

　　

 

より， 

aの増加とともに放物線の頂点は軸
2
9

=x 上を下向きに移動する。 

よって， ( )xf と ( )xg が接するとき aは最大値をとる。 

 このとき， ( ) ( ) 0=- xgxf すなわち ( ) 01818192 =+++- axaax は重解をもつ。 

 したがって，判別式をDとすると， 0=D および 

( ) ( ) ( ) 803915491818419 222 --=+-=+-+= aaaaaaD より， ( ) 08039 2 =--a  

これと 3³a から aを求めると，
3

543 +=a  

よって，求める aの最大値は
3

543 +=a  
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参考図 

 
 

補足 

 いざというときは， ( )
xx

xfy
-

+
-

==
6

4
3

5
と ay = の共有点から求めるという手もある。 

 ただし，数学Ⅲ 

x

y

O

56-  

5618 -  

18-  

18-= xy  

3 6 

2
9

=x  


